
Л 10. Производные и дифференциалы высших порядков. Частные 

производные 

Цель лекции: познакомить студентов с понятием производных высших 

порядков, правилами их вычисления, дифференциалами высших порядков и 

основными теоремами дифференциального исчисления. Ввести понятие 

частных производных и показать их смысл и применение. 

Основные вопросы 

− Производная первого и высших порядков. 

− Правила вычисления производных высших порядков. 

− Формула Лейбница. 

− Дифференциалы высших порядков. 

− Теорема Ферма об экстремуме. 

− Теоремы Ролля, Коши и Лагранжа. 

− Правило Лопиталя для раскрытия неопределённостей. 

Краткое содержание: лекция посвящена производным высших 

порядков, правилам их вычисления, включая формулу Лейбница для 

производной произведения. Рассматриваются дифференциалы высших 

порядков и связь дифференциала с производной. Изучаются классические 

теоремы дифференциального исчисления — Ферма, Ролля, Коши и Лагранжа 

— и их применение. Показано использование правила Лопиталя для 

вычисления пределов. 

Производная )(xfy =  называется еще первой производной функции 

)(xfy =  или производной первого порядка, сама функция )(xfy =  называется 

производной нулевого порядка. 

Определение. Производной k –го порядка функции называется 

производная от ее производной ( )1−k  порядка при условии, что эти 

производные существуют 
( ) ( ) ( )( ) ,...3,2,1,1 =


= − kxfxf kk    

функция f  при этом называется k  раз дифференцируемой. 

Пример.  Дано xay = . 1-ая производная ( ) ,lnaaxf x =   

2-ая производная ( ) ( )( ) ( ) ( )2lnln aaxaxfxf xx =


=


= ,  

3-ая производная ( ) ( )( ) ( )( ) ( )32
lnln aaaaxfxf xx =


=


= . 

Следовательно, ( ) ,ln)()(
kxk aaxf =  ,...2,1,0=k  

Эта функция бесконечно дифференцируема для  Rx , т.е. она имеет 

производные всех порядков. Для суммы  и произведения k – раз 

дифференцируемых функций ( )xfy =  и ( )xgy =  справедливы следующие 

правила дифференцирования ( ),...3,2,1=k .  

1. ( ) ( ) ( ) ,
)( kkk

gfgf +=+  ( )( ) ( ).k
k

fCf =+  

2. Формула Лейбница: 
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Без доказательства. 

Определение. Дифференциалом k –го порядка называется дифференциал 

от ее дифференциала 1−k  – го порядка  )( 1 fddfd kk −= , вычисленный в 

предположении, что dx  остается постоянной. 

Получаем формулы для вычисления такого 
дифференциала: 

dxxfdf )(= , 
22 ))(())(()( dxxfdxdxxfdfdfd === , 

3223 ))(()))((()( dxxfdxdxxffddfd === , 

… … … … … … … … … … … … … … … 
kkk dxxffd ))(()(= . 

Из последней формулы имеем еще одно обозначение для производной k –

го порядка. Для дифференциалов k –го порядка также справедливы 

следующие правила: 

1) ( ) ,gdfdgfd kkk +=+    fdCfd kk =+ )( . 
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Определение. Точка 0x  называется точкой минимума (максимума) 

функции, ( )xfy = ,  если она определена в некоторой окрестности )( 0xU  этой 

точки и для ( ) ( ) ( )00 xfxfxUx     ( ) ( )( )0xfxf  . 

Значение )( 0xf  в этом случае называется минимумом (максимумом) 

функции. Точки минимума и максимума называются экстремальными 

точками, а соответствующие значения функции–экстремумами. 

Теорема Ферма. Пусть 0x – точка минимума, т.е. )()( 0xfxf   для 

)( 0xUx . 

Тогда для 0)()( 00 −= xfxffxx ,  00 −= xxx  и 0lim)(
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Следовательно, ( ) 00 = xf . 

Определение. Функция ( )xfy =  называется дифференцируемой на 

отрезке ba, , если она непрерывна на этом отрезке и имеет производную во 

всех точках интервала ( )ba, . 

Для таких функций кроме теорем Больцано–Коши и Вейерштрасса 

справедливы еще следующие теоремы. 



Теорема Ролля. Пусть функция ( )xfy =  дифференцируема на отрезке 

 ba,  и принимает на его концах равные значения: ( ) ( )bfaf = . Тогда ( )bac ,  

такая, что ( ) 0= cf . 

Геометрический смысл этой теоремы состоит в том, что при выполнении 

ее условий  ( )bac , , в которой касательная к графику функций параллельна  

оси Ox  и хорде, соединяющей концы графика на отрезке  ba, . 

Теорема Коши. Пусть функция ( )xfy =  и ( )xgy =  дифференцируемы на 

 ba,  и ( ) 0 xg  для ( )bax , . Тогда ( )bac ,   такая, что 
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Следующая теорема является прямым следствием теоремы Коши, однако, 

в силу ее широкого применения имеет специальное название. 

Теорема Лагранжа. Пусть функция ( )xfy =  дифференцируема на  ba, . 

Тогда в интервале ( )bac , : )c(f
ab

)a(f)b(f
=

−

−
. 

Следствие 1. Возьмем  0xa = , xxb += 0 , тогда при выполнении условий 

теоремы Лагранжа в отрезке  xxx +00 ,   будем иметь xcff = )( ,  где 

),( 00 xxxc + . 

Это  c  можно записать в виде xxC += 0 , где )1,0( . 

Тогда приращение функции записывается в виде  xxxff += )( 0   или в 

общем виде )))((()()( ababafafbf −−+=−  . 

Следствие 2. Пусть функция ( )xfy =  дифференцируема и 

0)(),( = xfbax , тогда эта функция постоянна в  ( )ba, , т. е. cxf =)( . 

Правило Лопиталя. Это правило дает возможность вычислять пределы 

дифференцируемых функций вида 
 0

0
 или 

 


 с использованием 

производных. 

Теорема. Пусть ( )xfy =  и ( )xgy =  две б.м. или б.б. при ax→  функции, 

дифференцируемые в }{\)( aaU  и пусть 0)( xg  и 0)(  xg  в  }{\)( aaU . Тогда, 

если существует 
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Аналогичные утверждения справедливы для 

,, −→+→ xx +→−→→ axaxx ,, , а также для случая, когда )(),( xgxf   

является б.б. 

Пример.  
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Пример. 
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3. Функция  ( ) ( )xg
xfy =  типа  ( )1   или ( )00  записывается в виде ( ) ( )xfxgey ln= , 

затем вычисляется A)x(fln)x(glim
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 типа  ( )0 .  

Если A  – число, то A)x(g
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→
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Если +=A , то == +

→
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Если −=A , то 0)e()x(flim )x(
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→
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Вопросы для самоконтроля 

1. Что называют производной 𝑛-го порядка? 

2. Как вычисляется производная степени и произведения функций 

высших порядков? 

3. Запишите формулу Лейбница. 

4. Что называют дифференциалом второго и третьего порядка? 

5. Как определить точку минимума или максимума по теореме Ферма? 

6. Сформулируйте теорему Ролля. 

7. Сформулируйте теорему Лагранжа. 

8. В чём состоит правило Лопиталя? 

9. Какие неопределённости можно раскрывать с помощью правила 

Лопиталя? 

10. Что обозначает частная производная функции двух переменных? 
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